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Викладено методику оцінки ефективності використання багатопроцесорних ЕОМ 

різних типів при реалізації комплексних алгоритмів систем управління інформаційною 

безпекою. 

Ключові слова: окремий алгоритм, комплексний алгоритм, мікропроцесорні ЕОМ. 

 

Parhutc L.T., Khoroshko V.A., Chirkov D.V. Estimation of efficiency of application of 

multiprocessor control system by informative safety 

The method of estimation of efficiency of the use of multiprocessor COMPUTERS of 

different types is expounded during realization of kompleksnikh algorithms of control system by 

informative safety. 

Key words: special algorithm, complex algorithm,computer microprocessors. 

 

Стаття надана 20.04.2012 

УДК 519.711:004.052.2 

Мінін А.В., Скопа О.О., Алєксандер М. 

 Східноукраїнський національний університет імені Володимира Даля,  

м. Луганськ 

 Одеський державний економічний університет, м.Одеса 

 Державна вища технічна школа у Новому Сончі, Польща 

БІНОМІАЛЬНІ МОДЕЛІ ВИПРОБУВАННЯ ЖИВУЧОСТІ ЗАХИЩЕНИХ 

ІНФОРМАЦІЙНИХ КАНАЛІВ 

Аналізується схема біноміальних випробувань із узагальненням нових результатів 

теоретичного і прикладного характеру щодо випробування живучості захищених 

інформаційних каналів. 

Ключові слова: біноміальні випробування, живучість інформаційних каналів, -

функція. 

 

У 1717 році Я.Бернуллі запропонував схему біноміальних випробувань, якій 

пощастило стати класичною моделлю в теорії ймовірностей. Завдяки простоті і спільності 

вихідних передумов вона знайшла широке застосування в теорії визначення різноманітних 

показників технічних систем, а також при оцінці тих параметрів, вимір яких неможливий. До 

таких параметрів відносяться, наприклад, надійність, працездатність, живучість, стійкість 
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технічних систем, а також інші властивості, що характеризуються імовірнісними 

показниками [1, 2]. 

Зупинимося на класичному прикладі процедури біноміальних випробувань та 

сформулюємо вихідні передумови для схеми випробувань Бернуллі стосовно дослідження 

живучості захищених інформаційних каналів [3].  

Надалі будемо розглядати довільний інформаційний канал, який випробовується n  

разів [4-5, 8]. Вважаємо, що обсяг n  випробування встановлюється заздалегідь до їхнього 

початку. У кожнім i -м випробуванні можливе виникнення лише однієї з двох подій – iA
 

або iA , з яких iA  – подія, протилежна iA
. Наприклад, iA

 може складатися в успішному 

результаті i -го випробування і тоді iA  – подія, що полягає у виникненні відмовлення в 

цьому випробуванні. Події iA
 (при 

1,i n
) вважаються незалежними. Це означає, що 

імовірність їхнього спільного виникнення дорівнює добуткові ймовірностей 
 iP A

. 

 iP A
 – імовірність виникнення події iA

, що вважається однаковою при кожному з n  

випробувань, тобто 
   1 2P A P A 

 
   3 ... nP A P A const   

. 

Зобразимо кожне i -е випробування на схемі (рис. 1) [1] світлим кружком, якщо в 

ньому реалізується подія iA
, а темним – протилежний випадок. 

Рис. 1. Система умовних зображень 

Розглянемо випадкову величину r , що дорівнює числу подій iA  в n  

випробуваннях. На рис. 1 ілюструється ситуація, що відповідає одному з результатів у схемі 

з n  випробувань, коли величина r  набула конкретного значення: 2r  . У загальному 

випадку до проведення випробування конкретне значення величини непередбачене і можна 

лише стверджувати, що ним є одне з чисел 
0, 1,...,k n

. Значення випадкової величини 
r  являють собою фіксовані числа. Вони приймаються нею з різними ймовірностями 

 kP P r k 
. З припущень, прийнятих у схемі Бернуллі, а також з формул додавання і 

множення ймовірностей випливає, що  

  n k k
n

P r k R q
k

 
   

  , 

де: 
1q R 

, 
 

!

! !

n n

k k n k

 
 

  , 
 ! 1 ... 2 1n n n     

,  

r
 

n

 

t  
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причому формально припускають, що 0! 1 , називаючи число 

n

k

 
 
   біноміальним 

коефіцієнтом. Таким чином, можна знайти імовірність kP
 того, що в біноміальних 

випробуваннях виникне фіксоване число k  подій iA  і n k  подій iA
. Зокрема 

 0 rP r R 
 – імовірність того, що в n  біноміальних випробуваннях виникне n  подій 

iA
. Якщо припустити, що x  є ціле фіксоване число, то з формули додавання ймовірностей і 

з отриманого вище результату випливає, що 

 
0

x
n k k

k

n
P r x R q

k





 
   

 


. Цей вираз 

можна записати для будь-якого, не обов’язково цілого числа x : 

 
 

 
0

, ,
x

n k k

i

k

n
P r x R q B n R x

k





 
   

 


, де: 
 x

 – ціла частина числа x , а 

 , ,iB n R x
 – додаткове позначення зазначеної суми щодо нецілих чисел.  

Як наслідок відзначимо, що з цього виразу знаходиться імовірність 
 P r x

 

того, що число r  подій iA  у n  біноміальних випробуваннях не перевищить фіксоване 

значення 
 x

. 

Приклад 1. Здійснюється 12n   включень захищеного каналу з метою перевірки і 

контролю відповідності його параметрів паспортним вимогам. Відомо, що в кожному із 

включень канал функціонує незалежно від того, які результати його випробування були в 

інших циклах. Іншими словами, якщо iA
 – випадкова подія, що полягає в успішному 

функціонуванні каналу в i -му циклі, то, як зазначено в умові, всі події iA
 при 

1,i n
 є 

незалежними. Нехай дано, що від циклу до циклу не відбувається нагромадження 

пошкоджень, в силу чого імовірність 
 iP A

 успішного функціонування каналу в i -му 

циклі залишається однаковою і дорівнює 
  0,97iP A R 

 при 
1,i n

. Потрібно 

знайти імовірність того, що: 

– у n  циклах не виникне жодного відмовлення каналу, тобто 0r  ; 

– у n  циклах виникне не більше трьох відмов, тобто 3r  . При 3r   канал 

вважається таким, що вийшов з ладу і система має задіяти резервний канал. 

Розв’язання. Оскільки вихідні передумови схеми Бернуллі в даному випадку 

виконуються, то шукані імовірності можна знайти за вищеприведеними формулами: 

 

  
   

12

0 0 0,97 0,694nP P r R    
; 

         3 0 1 2 3 0,694 0,257 0,044 0,004 0,999P r P r P r P r P r             

. 
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Приклад 2. Є 12n   захищених каналів. Особливості їхнього включення такі, що 

випадкові події iA
 (кожна з яких полягає в успішному функціонуванні i -го каналу) при 

1,i n
, незалежні. В силу ідентичності можна також допустити, що імовірність 

 iP A
 

успішного функціонування i -го каналу однакова для кожного з них, причому 

  0,97iP A R 
 при 

1,i n
. Потрібно знайти імовірність того, що в 12n   

випробуваннях виникне не більше трьох відмов (тобто 3r   ). 

Розв’язання. Використовуючи результати розрахунків з прикладу 1 та раніше 

наведені формули, отримуємо: 

 

     
3

1 2 2 3 3

0

3 1 3 1 1 1 0,001
1 2 3

kn k n n n n

k

n n n n
P r P r R R R R q R q R q

k

   



        
                    

        


. 

Відзначимо, що в прикладах 1 і 2, незважаючи на подібність поставлених задач і 

використовуваних технічних засобів, розглядаються дві принципово відмінні схеми 

випробування, хоча обидві вони укладаються в біноміальну модель Бернуллі. У прикладі 1 

розглядається ситуація, в якій випробуванням піддається один канал циклічного або 

багаторазового використання. Приклад 2 ілюструє випадок випробування n  ідентичних 

каналів, час використання âèêt
 яких набагато перевищує час чекання включення î ÷t

. У 

літературі такі технічні системи умовно називають системами одноразового використання. 

Зрозуміло, що захищені інформаційні канали відносяться саме до таких технічних систем у 

зв’язку з тим, що їх найчастіше використовують лише для передавання спеціальних даних, 

наприклад, ключів, паролів, кодових слів та інших параметрів різноманітних 

криптографічних перетворень.  

Відмінності в зазначених двох схемах випробувань найбільше чітко виявляються, 

наприклад, коли при виконанні допущень прикладу 2 у процесі циклічних випробувань 

відбувається нагромадження пошкоджень, урахування яких в межах моделі біноміальних 

випробування Бернуллі виявляється неможливим через залежність подій iA
 і зміни 

імовірності 
 iP A

 від циклу до циклу. 

Приклад 3. Розглянемо систему передавання спеціальних відомостей (рис.  2), що 

складається з n  ідентичних каналів. Вважатимемо, що зазначена система відповідає 

визначенню про систему одноразового використання, тобто кожен з каналів для передавання 

ключів використовується надзвичайно рідко – âèêt
>> î ÷t

. 

Система функціонує успішно, якщо число r  її каналів, що виходять з ладу, не 

перевищує фіксоване ціле число 
 1x n 

. Відомо, що події iA
 при 

1,i n
, кожна з 

яких полягає в успішному функціонуванні i -го каналу системи, незалежні і мають рівні 

імовірності 
 iP A R

. Потрібно знайти імовірність P  успішного функціонування 

системи в цілому, тобто встановити факт гарантованого передавання відомостей. 

Розв’язок. Оскільки у прикладі 
 P P r x 

 та умови схеми біноміальних 

випробування виконуються, то знаходимо: 
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   , ,iP P r x B n R x  
. 

 

Об’єкт А1 Об’єкт А2 … Об’єкт А n  

Об’єкт Б1 Об’єкт Б2 … Об’єкт Б n  

Об’єкт j 1 Об’єкт j 2 … Об’єкт j n  

 … … … … 

  

Канал 1 

Канал 2 

Канал n  

Система синхронізації 
 

 

Рис. 2. Система передавання спеціальних відомостей 

Зокрема при 
 1x n 

, використовуючи відому формулу бінома Ньютона, 
дістаємо: 

 

  
1

0 0

1 1
n n

n k k k k n n n n

k k

n n n
P P r n R q R q R q q

k k n


 

 

     
            

     
 

. 
 
Надалі для викладу теоретичних досліджень будуть потрібні деякі властивості 

функції біноміального розподілу, багато з яких формулюються у вигляді нерівностей. Для 
повноти подання матеріалу узагальнимо теоретичну сторону схеми випробування Бернуллі 
стосовно випадків, які розглядаються. Зазначимо, що чудовою особливістю функції 

 , ,iB n R x
 є її зв’язок з неповною -функцією, а саме: 

 

        
 

0

, , 1 , 1
l

kn k

i R

k

n
B n R l R R I n l l

k





 
     

 


.      (1) 
 
У довідниковій літературі наводиться стандартне позначення неповної -функції ─ 

 ,xI a b
. В зв’язку з цим у даному позначенні покладемо 

 a n l 
, 

  1b l 
 і 

x R , щоб отримати (1). З метою збереження стандартного позначення використаємо в (1) 

символ l  замість x . Відзначимо, що, як це відзначається в науковій літературі, 
  

 
 

 
11

0

1
, 1

,

x
ba

xI a b t t dt
B a b

 
,                                  (2) 

де 
 0,1x

; t  – змінна інтегрування; 

   
   

 

1
11

0

, 1
ba

Ã a Ã b
B a b t t dt

Ã a b

  


 – 

коефіцієнт, де 
 Ã a

, 
 Ã b

 і 
 Ã a b

 – значення -функції 

  1

0

y tÃ y t e dt



  
, 
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причому 
   1Ã y yÃ y 

. Для цілих 
1y n 

 -функція набуває значення 

 1 !Ã n n 
. Коефіцієнт 

 ,B a b
 називають -функцією аргументів a  і b . 

Формула (1) встановлює той факт, що при цілих 
 a n l 

 і 
  1b l 

 неповна 

-функція збігається з 
 , ,iB n R l

, якщо в (2) додатково покласти верхню межу x R . 
Згідно з [6, 7] мають місце співвідношення: 
 

  

   

       

        

     
 

 

1, 1 ,

, 1, 1 , 1

1
, 1, 1 1, 1 ; 0;

1
, , , 1 , 1, ,

,

x x

x x x

x x x

a

x

I a b I b a

I a b xI a b x I a b

I a b I a b x I a b x
x

I a b x x x F a b a x
a B a b

 

  


     


       



    
       (3) 

 

де 

 
 

   

   

 0

1 1
, 1 , 1,

1 1 !

k

k

Ã a Ã a k Ã b k x
F a b a x

Ã a Ã b Ã a k k





   
   

  


, –  
 
гіпергеометрична функція Гауса. 

Для дослідження властивостей функції 
 ,xI a b

 сформулюємо необхідні умови та 
приведемо у вигляді лем результати досліджень та узагальнень. Відзначимо, що в 

загальному випадку деякі з властивостей функції 
 ,xI a b

 показані в [8]. 

Лема 1. Нехай дано невід’ємні функції 
 1f y

 і 
 2f y

, причому: 

– 
 1f y

 обмежена на інтервалі 
 0, x

, безперервна на 
 0, x

 і не має нулів 

усередині 
 0, x

; 

– 
 2f y

 обмежена на інтервалі 
 0,1

, безперервна на 
 0,1

 і не має нулів 

усередині 
 0,1

. 

Якщо дано функцію 
 y

, що строго убуває на інтервалі 
 0,1

, то за умови, що 

        1 2 , 0, 0,1f y f y y x  
 і 

   
1

1 2

0 0

1

x

f y dy f y dy  
, виконується 

нерівність: 

  

       
1

1 2

0 0

x

f y y dy f y y dy  
.                                 (4) 

 

Якщо за тих самих умов 


(y) строго зростає на інтервалі 
 0, 1

, то: 
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       
1

1 2

0 0

x

f y y dy f y y dy  
.                                  (5) 

 
Доведення. Перепишемо (4) у вигляді співвідношення: 
 

  

          
1

1 2 2

0

x

x

f y f y y dy f y y dy   
.               (6) 

 
Покажемо, що (6) виконується. З цією метою використовуємо відому теорему про 

середнє, відповідно до якої в умовах розглянутого твердження існує точка 
 ,1x 

, для 

якої 

       
1 1

2 2

x x

f y y dy f y dy   
, і, аналогічно, існує точка 

 0, x
, для 

якої  

             1 2 1 2

0 0

x x

f y f y y dy f y f y dy     
,  

де 
  

. 
 

Тоді, з врахуванням того, що за умовою леми 
       

 співвідношення (6) 

запишемо як  

          
1

1 2 2

0

x

x

f y f y dy f y dy      
 або 

       
1

2 2

0

1

x

x

f y dy f y dy   
 

    
 

 
 

   
1

2

x

f y dy  
. Але це відповідає 

       
 й еквівалентно (4) і (5), що, як показано вище, виконується. 

Аналогічно можна довести співвідношення (6) для випадку, коли 


 строго зростає 

на інтервалі 
 0,1

. 
 

Лема 2. Функція 
 ,xI a b

 строго зростає за 0b   при 0a   і 
 0,1x

. 
 

 Доведення. Тому що 

 , x
x

B
I a b

B


, 

 
11

0

1

x
ba

xB y y dy
 

, 

 
1

11

0

1
baB y y dy
 

, то 
2

x x xI B B B B

b B

  


 , 
x xB B

b


 

 , 

B b
b


 

  і, таким чином, 

варто встановити, що 
0x xB B B B  

 або 
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       1
1 2

0 0

x x

x

x

B B
f y y dy f y y dy

B B
 

 
   

,               (7) 
 

де 

 
 

 
 

 

 

1 11 1

1 2 1
1 11 1

0 0

1 1

1 1

b ba a

x
b ba a

y y y y
f y f y

y y dy y y dy

  

  

 
  

  
, причому функція 

   ln 1y y  
 строго убуває за 

 0,1y
 і тепер зрозуміло, що (7) безпосередньо 

випливає з (4). 

Лема 3. Функція 
 ,xI a b

 строго убуває за 0a   при 0b   і 
 0,1x

. 

Функція 
  1 , 1xI a t at 

 строго зростає за 
 0,1t

 при 0a   і 
 0,1x

. 
Доведення. Використовуючи нерівність (4), знаходимо, що похідна 

  

  
2

1 , 1
0

x x x
I a t at B B B B

t B

    
 

                       (8) 
 

при всіх 
 0,1x

, 
 0,1t

 і 0a   або 

x

x

B B

B B

 


, 
x xB B

t


 

 ,  

де 

   1 1

0

1

x
ata t

xB y y dy
 

 
, 

   
1

1 1

1

0

1
ata t

B y y dy
 

 
.  

Дійсно, 

   1

0

x
x

x

x x

B

B t f y y dy
B B




   

, 

   
1

1
2

1 0

B
f y y dy

B



 

, де 

 
   

   

1 1

1

1 1

0

1

1

ata t

x
ata t

y y
f y

y y dy

 

 





, 

 
   

   

1 1

2 1
1 1

0

1

1

ata t

ata t

y y
f y

y y dy

 

 





 і 

 
1

ln 1a y
y


 

  
  . 

Легко переконатися, що добутки 
   1f y y

 і 
   2f y y

 інтегруються на 

 0,1
. При цьому 

   
1

1 2

0 0

1

x

f y dy f y  
, 

   1 2f y f y
, 

 0,1y
, а 

 y
 

безперервна на 
 0, y

 та убуває за 
 0,1y

. У такий спосіб (8) випливає з нерівності (4). 

Примітка 1. Відмітимо, що зазвичай використовується такий варіант теореми про 

середнє: 
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Нехай функції 
 f x

 та 
 g x

 обмежені на інтервалі 
 ,a b

 і безперервні на 

 ,a b
; нехай 

 g x
 не має нулів у проміжку 

 ,a b
. Тоді існує така точка 

 ,a b 
, для 

якої 

       
b b

a a

f x g x dx f g x dx 
. Це співвідношення зберігається при таких умов 

(використаних вище): 

1. Функція 
 g x

 обмежена на інтервалі 
 ,a b

, безперервна на 
 ,a b

 і не має 

нулів у цьому проміжку (тобто та ж умова, що наведена вище для 
 g x

); 

2. Функція 
 f x

 безперервна на 
 ,a b

. При цьому знімається вимога до 

обмеженості 
 f x

 на інтервалі 
 ,a b

; 

3. Добуток 
     x g x f x 

 інтегрується (у змісті Римана) на інтервалі 

 ,a b
. 

Доведемо приведене співвідношення за наведених умов. Для цього введемо 

позначення: 

   
x

a

x t dt  
 і 

   
x

a

F x g t dt 
 при 

 ,x a b
. Тоді відповідно до 

відомої теореми інтегрального обчислення 
 x

 і 
 F x

 – безперервні функції на 

інтервалі 
 ,a b

. При цьому 
    0F x g x  

 при усіх 
 ,x a b

 (за умовою 1). 
Викладене дозволяє використовувати теорему Коші, за допомогою якої знаходимо: 
 

   

 

   

   

 

 

   

 
 

b

a

b

a

f t g t dt
b a f g

f
F b F a F g

g t dt

  


 

  
   






, 

де 


 - деяке число з проміжку 
 ,a b

, що і доводить твердження. 

Лема 4. Функція 
  1 , 1xI a t at 

 убуває за a  при 1x t   або зростає за a  

при 1x t   для кожного 
 0,1t

. 

Доведення. Позначимо 
x xB B

a


 

  і 
1 1B B

a


 

 , де функції xB
 і 1B

 ті ж, що в 
лемі 2. Покажемо, що 

  

x

x

B B

B B

 


 при 1x t  .                              (9) 
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Оскільки 

   1 1

0

x

x

x

B
f y y dy

B



 

, 

   1
2 1

1 0

x
B

f y y dy
B



 

, 

     1 1 ln ln 1y t y t y     
 

 1ln 1
tty y 
, а функція 

 1 1
tty y 

 строго 

зростає при 
1y t 

, то, відповідно, до нерівності (5) співвідношення (9) виконується. Це 
означає, що перша частина леми встановлена. Аналогічно з огляду на факт строгого 

убування функції 
 1 y

 при 
1y t 

 за допомогою (4) можна переконатися у 
справедливості другої частини леми. 

Лема 5. Функція 

 
 ,x

a

I a b
x

x
 

 при 0a   й 1b   убуває по 
 0,1x

. 

Доведення. Оскільки 

1

0

x

a ax a t dt 
, то 

 
 

 
11

0

1 1
1

,

x
ba

a
x t t dt

B a b x


   
 

 
1

,B a b a


 

 
11

0

1

0

1

x
ba

x

a

t t dt

t dt











 або ж 

 
 

   1

0

1

,

x

x f t t dt
B a b a

  
, де 

 
1

1

1

0

a

x

a

t
f t

d 








, 

 1

0

1

x

f t dt 
 і 

   
1

1
b

t t


 
. Нехай 1x x

, 

   
1

1

2 1

1

0

a

x

a

t
f t f t

d 





 


 і 

   0, 0,t x x 
, 

причому 

 
1

2

0

1

x

f t dt 
, 

    
2

1 1 0
b

t b t


     
. Звідси, згідно із лемою 1, 

       
1

1 1 2

0 0

xx

x x f t t dt f t t dt    
 або ж 

   1 1x x x x   
. У такий 

спосіб лема доведена. Вона встановлює, що неповна -функція 
 ,xI a b

 зростає за 

 0,1x
 повільніше, ніж показникова функція 

ax  при 0a  . 

Властивість убування функції 
 x

 по 
 0,1x

 має найважливіше значення для 

виведення таких нерівностей з неповною -функцією. 

Наслідок 1. Справедливе співвідношення: 

 

  

 ln ,x

d a
I a b

dx x


 при 
 0,1x

, 0a  , 0b  . 
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Доведення. Оскільки 

 
 ,

0
x

a

I a bd d
x

dx dx x
   

, то 

1 0 lna a x
x x x

x

I d a
x I ax I I

I dx x

 
     

. 

Лема 6. Для неповної -функції 
 ,x xI I a b

 виконуються нерівності: 

 

 , a

xI a b x
,                                                  (10) 

  

     1

1

, , ,t

t

tt
xx

x

I a b I a b I a b 
 при 1t  , 1b  .          (11) 

 

Доведення. При 1b   функція 
 ,1 a

xI a x
. Оскільки за лемою 2 для неповної 

-функції 
   ,1 ,x xI a I a b

 при 1b  , то 
   ,1 ,a a

x xI a x I a b x  
. 

Розглядаючи функцію 
   

1 1

,t t
ut I a b I  

, де 
tu x , і використовуючи лему 5, а 

також наслідок 1, знаходимо: 

 

 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
ln ln ln ln ln ln ln ln 0

ln

a u
u u u t u a

u

Id d a
I I I u u x I u

dt t t t du t I t u t t u






    
                 

   
, 

 

а звідси – 

   
1 1

0 , ,t t
t t

xx x

d
I I a b I a b

dt
     

, якщо 1t  . Друга частина 

нерівності (11) тепер стає очевидною. 

Лема 7. -функція 

   
1

11

0

, 1
baB a b u u du
 

 при 0a   і 0b   задовольняє 

нерівностям: 

 

 

 
 

1

1
,

1
b

B a b
a a





 при 2b   і 

 
1 1

,
b

B a b
a b ab

 
 при 1b  . 

 

Доведення. Після заміни 

y
u

x


 при 
 0,1x

 отримуємо: 

 

 

       
1

1

0 0

1 1 1
, 1

bx x

a

a

y
B a b y dy f y y dy M y

x x a a
 



  
    

 
 

, 
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де: 

 
1a

a

ay
f y

x




, 

 
0

1

x

f y dy 
, 

 
1

1

b
y

y
x





 
  
   і 

 M y
 – середнє значення 

функції 
 y

. 
Для подальшого доведення сформулюємо у виді визначення 1 умови виконання 

нерівності Ієнсена [9] і наведемо саму нерівність. 

Визначення 1. Якщо функція 
 f t

 є безперервною ненегативною функцією на 

інтервалі 
 ,a b

 і для неї 

  1

b

a

f t dt 
, а функція 

 g t
 опукла на цьому ж інтервалі (і, 

зокрема, якщо існує 
  0g t 

 на 
 ,a b

), то справедливою є нерівність Ієнсена: 
 

 

     
b

a

f t g t dt g 
, 

де 

 
b

a

yf y dy  
, 

Оскільки за умовою леми 2b  , то 
  0y 

 при 
 0,y x

, отже виходить, 
що відповідно до приведеної нерівності Ієнсена середнє значення становитиме: 

 

   
1

1

b

M y
x


  



 
   

  , 

де 

 
1

0 0
1 1

x x a
a

a a

a a x ax
yf y dy y dy

x a x a




    
  

. 
Звідси дістаємо першу з нерівностей, які ми доводили: 
 

 
 

1

1

1 1
, 1

1 1

b

b

a
B a b

a a a a





 
   

  
. 

 

Оскільки 

       
1 1

11

0 0

, 1
baB a b y y dy g y y dy
   

, де 
  1ag y y 

 

при 
 0 1g y 

 і 
0 1y 

, а 
   

1
1

b
y y


 

 – ненегативна монотонно убутна 

функція на інтервалі 
 0,1

 при 1b  , то у такому випадку можна використовувати 
нерівність Стефенсена [10]. Сформулюємо у вигляді визначення 2 умови, за яких 
виконується зазначена нерівність, і приведемо саму нерівність щодо розглядуваних питань. 



 

Східноукраїнський національний університет імені Володимира Даля 

№ 8 (179), Ч.1, 2012  

 

55 

Визначення 2. Нехай функція 
 f t

 безперервна, ненегативна і монотонно убуває 

на інтервалі 
 ,a b

. Нехай функція 
 g t

 безперервна і задовольняє умовам 
 0 1g t 

 

і a t b  . Тоді виконується нерівність Стефенсена: 
 

 

       
b b a c

b c a a

f t dt f t g t dt f t dt





   
, 

де 

 
b

a

c g t dt 
. 

Відповідно до приведеної нерівності Стефенсена у зазначених умовах 

       
11 1

0 1 1

1
1

c
b

b

c

c
g y y dy y dy y

b b
 





    
, де 

 
1

0

1
c g y dy

a
 

. Звідси 

дістаємо, що 

 
1 1

,
b

B a b
b a

 
. 

Для подальшого доведення використовуємо нерівність Чебишева [7], 
сформульовану у вигляді визначення 3, де також наведемо умови її виконання. 

Визначення 3. Якщо функція 
 f t

 безперервна і монотонно зростає на інтервалі 

 ,a b
, а функція 

 g t
 безперервна і монотонно убуває на цьому ж інтервалі при b a , 

то виконується нерівність Чебишева: 
 

 

       
1

b b b

a a a

f t g t dt f t dt g t dt
b a


  

. 
 

Тепер, використовуючи визначення 3 і той факт, що функція 
  1

1

af u u 
 зростає, 

а функція 
   

1

2 1
b

f u u


 
 убуває на інтервалі 

 0,1
, дістаємо: 

 

 

         
1 1 1

1 2 1 2

0 0 0

,B a b f y f y dy f y dy f y dy   
 або ж 

 
1

,B a b
ab


. 

Наслідок 1. Якщо a n r   і 1b r  , де n  і r  – цілі ненегативні числа, то 

 
   

 

   

 

 

 

1 ! !
,

1 !

Ã a Ã b Ã n r Ã r n r r
B a b

Ã a b Ã n n r n

  
  

  
 або 

 
 

1
,B a b

n
n r

r


 

 
   і, 

отже, 

 
2

1
n

n r
r

 
   

   і 

    
11

1
rn r

n r r n r
r n r

  
     

  . 
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 Лема 8. Неповна -функція задовольняє нерівностям: 
 

1). 
   

1
, 1

b a

xI a b a x


 
, 2b  ; 

2). 
  1,a b a

xx I a b a bx 
, 1b  ; 

3). 

 
 

1

1
1

,

b

a

x

a
I a b x

b







, 2b  . 

 

Доведенння. Оскільки 

 
11 1

0 0

1
1

x x
ba a ay y dy y dy x

a

    
, а за лемою 7 

виконуються нерівності 
 

 
11

1
,

b
a a

B a b


 

 і 
 
1

,

ba b
B a b



, то 

 
 

   
1 11

0

1
, 1 1

,

x
b ba a

xI a b y y dy a x
B a b

    
, 

  1, b a

xI a b a bx
.  

Нерівність 
 , a

xI a b x
 отримана в лемі 6. 

Останнє співвідношення дістаємо з леми 7 і нерівності Чебишева, відповідно до 
якої 

 
 

 
 

    
1

11 1 1

0 0

11 1 1
, 1 1 1

, ,

bx x
b ba a a

x

a
I a b y dy y dy x x x

B a b x ab B a b b



  


      
 

. 
Сформулюємо у вигляді леми уже виявлені й отримані нові властивості функції 

 x
. 

Лема 9. Функція 

 
 ,x

a

I a b
x

x
 

 за 
 0,1x

, 0a   і 0b   має такі 
властивості: 

1) 
   1 2x x x x   

; 

2) 
   

1
1 1

b
x a


  

, 2b  ;  (12) 

3) 
  11 bx a b  

, 1b  .  (13) 

При цілих a n l   і 1b l   функція 

 
0

l

k

n
x

k




 
  

 


, причому  

 

 
1

1
ˆ ˆn l l

n
x

l R q




 
   

  ,                                (14) 

де 

ˆ ˆ1 1
l

R q
n

   
. 
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Наведені властивості випливають з лем 4…8. У (14) використана нерівність 

 

1

ˆ ˆ

n

n l n l ll

n n

l R qn l l
 

 
  

 
, відома з [7], а також враховано, що 

 
0 0

1
l l

kl k

k k

k k

n
x x y P

k



 

 
  

 
 

, 0

1
l

k

k

P



, 0l  , де 

k

n

nl
y

l l

k

 
 

     
   
 
  , 

 1
kl k

k

l
P x x

k

 
  
  .  

Т а б л и ц я  
Властивості неповної -функції 
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 Лема 10. Неповна -функція задовольняє співвідношенню 
 

   , ,

a

x y

x
x y I a b I a b

y

 
    

  . 
Доведення. Відповідно до наслідку 1 леми 5 виконується нерівність 

   , ,x x

a
I a b I a b

x
 

 при 
 0,1x

, 0a  , 0b  . Звідси за 
0 y x 

, знаходимо, 

що 

x x

t t

y y

a
I dt I dt

t
  

 або ж 

x

x y t

y

a
I I I dt

t
  

. Далі для доведення використовуємо 
нерівність Белмана [7, примітка 1]. Сформулюємо у вигляді визначення 4 зазначену 
нерівність, а також вимоги, за яких вона виконується 

Визначення 4. Якщо функції 
 f t

 і 
 g t

 ненегативні при 0t t
, то для 0c   з 

нерівності 

     
0

t

t

g t c f g d    
 випливає нерівність Белмана: 

 
 

 
0

t

t

g d

g t ce

 


, 0t t
. 

Тепер, використовуючи визначення 4, дістаємо, що 

ln

x
a

y

a x adt
t y

x y y y

x
I I e I e I

a

 
 
 

  
    

  , що і доводить лему. 

Отримані результати представимо у вигляді таблиці. 

Висновок. Отримані результати, наведені у вигляді лем, є математично строгими 

співвідношеннями і одночасно мають явний аналітичний вигляд. Вони дозволяють дати 

обґрунтування числа необхідного обсягу випробувань стосовно дослідження живучості 

захищених інформаційних каналів, а також відкривають шляхи пошуку його скорочення. Це 

має досить важливе практичне значення, оскільки більша частина коштів при проведенні, 

наприклад, проектних робіт, витрачається на проведення випробувань.  

Наведені теоретичні результати є частиною загальної теорії випробувань, яка 

включає в себе також теорію планування експерименту та теорію прискорених випробувань. 

З урахуванням результатів, що є в [1-5], вони можуть бути розширені на багатомірний 

випадок. У відповідності з отриманими співвідношенями для подальших досліджень 

встановлено декілька напрямків скорочення числа випробувань. До них в першу чергу 

відносяться: 

 напрямок, що враховує структурну надмірність систем телекомунікацій; 

 напрямок, що враховує їхню функціональну надмірність; 

 напрямок з врахуванням запасу за ресурсом. 
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живучести защищенных информационных каналов 

 

Анализируется схема биномиальных испытаний с обобщением новых результатов 

теоретического и прикладного характера по испытанию живучести защищенных 
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